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1. Enunturi - clasa a VIII-a
1.1  Enunturi 2002

if

9 o 2000 - ~52002 B =
Sd se arate cd numerele 5> 4+ 1si5%  + 26 sunt prime intre ele.

Daniel Stretcu, Turnu Severin

a) Fie a,b € R, a < b. 54 se arate ca oricare ar fi ¢ € [a, b] existi ¢ € [0, 1] astfel
incat ¢ = ta + (1 — t)b;

b) Dacd c,d € (a,b) sic +d = a + batunci ab < cd.
Dan Marinescu si Viorel Cornea, Hunedoara

Se dd a € R. Calculati in functie de a numerele reale z, 3, z stiind ci indeplinesc
conditiile:

t+y+z=3a—1, zy+zz+yz+z+y=3d.

Gheorghe Molea, Curtea de Arges

Fie a, b, c € R astfel incat a® + b% + ¢ = = > 0. S& se arate ci a3 + b3 + ¢ — 3abc <
Marcel Chirifd, Bucuresti

Sd se arate cd dacd a, b, c € (0,0) si abc = 1, atunci are loc inegalitatea

b 6
(a+b)(b+c)(c+a) < (%) :
Valer Pop, Sant, Bistrita Nasdud
Demonstrati ¢ dacd a, b, ¢ € (1, o) astfel incat abe = 24/2, atunci avem:
(@+1)(b+1)(c+1)>8(a—1)(b—1)(c—1).
Gheorghe Molea, Curtea de Arges

Pentru orice numdr natural n notdm cu p(n) cel mai mare pétrat perfect cel
mult egal cu n.

a+1) _a+2

2 3
2) Ardtati cd nu existd numere naturale b care si verifice egalitatea:

1) Determinati numerele naturale a pentru care p(

p(b*) +p(b? + 1) + p(b* +2) + ... + p((b + 1)?) = 2002.

* ok ok

~i
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8. Se dd un poligon convex cu n laturi si fie a € N*. Determinati poligonul stiind

10.

14,

12.

1:3.

14.

cd numadrul diagonalelor sale este egal cu raportul dintre 7 si a.

Valer Pop, Sant, Bistrita Nasiud

- Se considerd un paralelipiped dreptunghic cu diagonala egala cu 1 si M un

punct arbitrar interior paralelipipedului. Se noteazi cu S(M) suma patratelor
distantelor de la M la cele opt varfuri ale sale. S se afle cea mai mici si cea
mai mare valoare a sumei S(M).

Valentin Matrosenco, Bucuresti

Pe planul triunghiului ABC in punctele A si B se ridicd de o parte i de alta a
lui perpendicularele AD si BE, astfel ca m(DCE ) = 90°. Demonstrati c&:

Aria(ABC) = %\/ACQ .BC? — AD? - BE2.

Gheorghe Molea, Curtea de Arges

In tetraedrul ABCD punctele E si F sunt mijloacele medianelor AM si AN
ale triunghiurilor ABC respectiv ACD. Dacd CE n AB = {P}, CF n AD =
{Q}, DF n AC = {R}, demonstrati ci:

a) 9Aria(PQR) = Aria(BCD);
b) 12(PQ + EF + MN) = 13BD.

Virginia i Vasile Ticid, Campulung
Fie m,n numere naturale. S& se arate ci existd numerele naturale a si b astfel

incat:
(m* —m?+1D)(n*—n? +1) =a® + b

Bogdan Enescu, Buzau

1.2 Enunturi 2003

3 3 3
a+b) + BN o 8(a® +b? + %) pentru

Demonstrati inegalitatea + .
a

orice a, b, c > 0.
Nicolae Papacu, Slobozia

Sa se arate c& numarul 17 + 27 + 37 + ... + 10007 este divizibil prin 500500.

Simona Stoicoiu si Costin Zilog, Tg. Jiu
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15. 'Dacé p este un numdr prim fixat, si se rezolve ecuatia p{z} = = + [z].

16.

178

18.

19.

Daniel Cojocaru, Slatina

a) Sd se demonstreze cd pentru numere strict pozitive a, b, c avem

3Za2003 > abc(ZamOO)Q.

b) Determinati cel mai mic numar nenul k astfel ca pentru orice numere strict
pozitive a, b, c sd avem

-\ 16
kZaz()O?, > abc(Zau“j) .
Doina si Aurelian Ionescu, Toplita

Pe planul rombului (ABCD) se ridics, de aceeasi parte, perpendicularele AA’
2

si CC’ astfel incat AA" = CC' > %AB. Arétati cd dacd masura unghiului

format de planele (A'BD) si (C'BD) este egald cu misura unghiului format

de planele (A'BC’) si (A’DC"), atunci ABCD este pétrat.

Marius Ghergu, Slatina

In sistemul de axe ortogonale 2Oy se considerd punctele A(a, b) si B(c, d) unde
a # b # ¢ # d # a. Care este conditia necesari si suficients ca

min (M A+ MB) = min (NA + NB)?
MeOy NeOzx

Cecilia Deaconu, Pitesti

In triunghiul ABC se considera punctele M € (AC),D € BM\(BM) astfel
incat BM = 2MD si CD || AB. Punctul N este mijlocul lui (AB) si 6MN =
AB. In exteriorul planului ABC se considers punctul V' cu proprietatea VA =
VB =VE,unde {E} = AD n BC. Dac4 distantele de la V 1a AD respectiv BC
sunt egale, demonstrati ca:

a)VE 1 AB;
b) o(AVND)? + 6(AVNC)? + 0(ACDN)? = 6(AVCD)2.

Nicolae Vizuroiu, Pitesti
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20.

21.

22.

23,

24,

25,

26.
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1.3 Enunturi 2004

Fie X o multime cun > 2 elemente. Cate perechi (4, B) cu A ¢ B c X se pot
forma?

Valentin Vornicu

Varfurile unui cub se coloreaza in rosu, galben sau albastru. Putem proceda
In aga fel incat fiecare multime formatd din patru varfuri coplanare si contini
toate cele trei culori?

Gabriel Popa

Un cub de laturd 3 se imparte in 27 de cubulete congruente eliminandu-se un
astfel de cubulet care nu este colt al cubului mare.

Se poate umple exact corpul obtinut astfel cu paralelipipede dreptunghice 2 x
1x17?

2
Se considerd n,p € N* si f(n,p) = {%]

a) Sd se arate ca f(n,3) + f(n + 1,3) + f(n + 2, 3) este patrat perfect pentru
oricare n numadr natural nenul.

b) Sd se arate cd pentru oricare n numdr natural nenul numarul f(n) = f(n,2)+
f(n + 1,2) nu este patrat perfect.

c) Sd se arate cd dacd f(n) = f(n,p)+ f(n+1,p) + f(n+2, p) este patrat perfect
pentru oricare n numadr natural nenul, atunci p = 3.

Marius Burtea

Se stie cd numerele reale pozitive a, b, ¢ au proprietatea cd a + b + ¢ = abc + 2.
Demonstrati cd max{a,b,c} > 1.

Valentin Vornicu
Determinati functiile f : R — R, pentru care
JPxr—5) &£ 2% —3= f(2z) — 5,
pentru orice z real.
Liliana Antonescu

Sa se determine numerele naturale n care au in Z cel putin n divizori distincti.

Romanta si loan Ghiti
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27. Intetraedrul ABCD punctele E, M, N sunt mijloacele segmentelor [C D], [AE]

respectiv [BM]. Dacd AC n DM = {F}, EN n AB = {P}, AN n BE = {Q}
$iCQ n BD = {L}, demonstrati cd P, L, E, F sunt coplanare.

Virginia si Vasile Tici

. Se considerd prisma patrulaterd regulati ABCDA'B'C'D’' cu AC ~n BD =

{01}, A’/C n C'O1 = {03} si O3 este centrul cercului inscris in AACC". Stiind
cd AB = 4 5i AA’ = 3+/2, aflati m&sura unghiului format de planele (O, B'B)
§i (020331).

Marius Nicoari

. Fie VABCD o piramid4 patrulaterd regulati si fie O centrul bazei. Consi-

derdm punctele P € (VC), M € (AB) si N € (VM) astfel incat OP L VC,
iar M si N sunt mijloacele segmentelor (AB) respectiv (V M), iar R € NO ast-
fel incat MR | NO. Pe paralela prin V la AB se ia un punct U astfel incat
2UV = AB i U se afld in semispatiul determinat de planul (VM O) si punctul
B. Demonstrati cd dreptele DP, AR, UC sunt concurente pe sfera de centru
O siraza AO.

Claudiu-Stefan Popa

. Fie ABCD un tetraedru, si fie G,, Gy, G. G4 centrele de greutate ale fetelor

BCD,CDA, DAB si respectiv ABC.

a) 54 se arate cd dreptele AG,, BG,, CG., DGy sunt concurente intr-un punct
G.

b) Dacd M este un punct interior tetraedrului ABCD si M,, M,, M,, My

sunt intersectiile dreptelor AM. BM, CM. DM cu fetele opuse varfurilor

A B, C, D tiv, atunci SEE e DM dacd si nu-
r S MDA ML MM 2

mai dacd G = M.

Valentin Vornicu

. Se considera patrulaterul inscriptibil ABCD. In punctele M, N, P, Q, mijloa-

cele laturilor AB, BC, CD, respectiv DA, se ridicd perpendiculare pe planul
(ABC). Pe aceste perpendiculare, de aceeasi parte a planului (ABC) se iau

1 il il
punctele M, Ny, Py, Q; astfel ca MM, = §AB, NN, = §BC7 PP = §CD

1
siQQ = iDA' Sa se arate cd dacd punctele M;, N, P;, @ sunt coplanare,
atunci patrulaterul M; N1 P, Q) este inscriptibil.

Constantin Apostol
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Sa se arate ca intr-un tetraedru echifacial, centrul sferei inscrise in tetraedru
coincide cu centrul de greutate al tetraedrului.

Valentin Vornicu

1.4 Enunturi 2005

Fie triunghiul ABC echilateral. Pe perpendicularele in A si C de aceeasi parte
a planului ABC ludm respectiv punctele M si N astfel incat AM = AB = a si
MN = BN. 54 se determine:

(a) distanta de la punctul A la planul M N B;
(b) sinusul unghiului dintre A/ N si BC.

Gianina Busuioc, Niculai Solomon

Fie ABC'D un tetraedru regulat de muchie a. Stiind cd O si M sunt proiectiile
lui D pe (ABC), respectiv pe BC, iar N este simetricul lui M fata de CO, aflati:

(a) cosinusul unghiului dintre DM si AB;
(b) tangenta unghiului dintre planele (DM N) si (ABC);
(c) distanta de la C' la planul (DM N).
Ion Trandafir

Fie functia f : R — R astfel ca
f(@z—-1)-5<42z-8<2f(x+2)—-14 VzeR
Determinati valoarea minima a expresiei (f (z — 1))*+(f (3 + «))?+16z; aritati

c (f (2005))% + 4f (1005) — 17 este pitrat perfect.

Gianina Busuioc, Niculai Solomon

In cubul ABCDA'B'C'D’, punctele M, N, P sunt situate respectiv pe muchi-

ile AA!, C'D’ si CC'". Fie S punctul in care dreapta C'D’ intersecteazd planul
(MNP).

Arétati cd daca D’ este mijlocul segmentului [C'S], atunci unghiul pe care il
face planul (M NP) cu planul (BCC') este mai mare decat unghiul dintre
(MNP)si(ABC).

Dorina Zaharia
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=
I .

Fie ABOCDA'B'C'D’ un paralelipiped cu baza ABCD romb, in care AB =
AA"=10'¢m; AC"=16 cm si fie O intersectia diagonalelor AC si BD.
Se stie cd A'OL (ABCD). S se afle:

(a) distanta de la punctul D la planul (ABB’);
(b) tangenta unghiului diedru determinat de planele (ABC) si (ABB');
(c) distanta dintre dreptele AC si BC'.

Mariana Coadi

. Fiea,b,ce (0,1] siz,y, 2 = 1 astfel incat

Vz—a?+4y—b+vz-2= .
2

(a) Demonstrati cd z + y + z < 6.
(b) In ce caz avem egalitate la punctul (a)?

Cecilia Diaconescu

. S se arate cd pentru fiecare numar natural n > 2 ecuatia

are o infinitate de solutii z1, 9, ..., 25, ¥ in multimea numerelor naturale.

Traian Tadmdian

. Pe muchiile AB, BC, CD, DA ale unui tetraedru regulat ABCD se iau punc-

tele M, N, P, respectiv @ astfel incit AM = BN = CP = DQ. Fie O mijlocul
segmentului [N Q]. Sa se arate cd (MOP) L NQ.

Emilia Lungu

. In prisma triunghiulard ABC'A’B'C’ oarecare, punctul M este mijlocul mu-

chiei A’B’. Fie P € (MC). Arétati cd dacd A’P n B'C = {D}si B'P n A'C =
{£}, atunci dreptele AE, BD si CC’ sunt concurente.

Virginia si Vasile Tici

. Pemuchia AD a piramidei ABC D se ia un punct oarecare M. Fie M N|AC, N e

DCsiNP|BC,P e DB, iar X, Y, respectiv Z mijloacele segmentelor [AN], [CP],
respectiv [BM].

(a) Demonstrati cd planele (M N P) , (XY Z) si (ABC) sunt paralele si echidis-
tante.
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MD
(b) Determinati raportul WA pentru ca in ipoteza cd ABC este triunghi echila-
teral, mdsura unghiului dintre dreptele BC si XY si fie de 45°.

Petre Simion

43. Fie A = {1,2,3,...,2005}. Se considera functiile f,g: A — N date de

f(z) = cel mai mic numér de forma 2* cel putin egal cu z,

g(z) = cel mai mare numir de forma 2" cel mult egal cu z.

(a) Determinati cardinalul multimii {z € A | f (z) = g (z)}.

(b) Demonstrati ca

1 1 i
T)—"-W'F...—FNQ—OOE))E(G:Q&&O)'

Petre Simion
44. Se considera un tetraedru OABC in care OALOB1OC1OA. Arétati ci:

el o i BN ity
oatogToc? AB " BC " CA

Cezar Lupu

45. Ardtati cd existd un numdr a natural nenul, par, astfel incat pentru o infinitate
de numere intregi pare b, expresia a + b + ab si fie patrat perfect.

Gheorghe Gherasim

46. In cubul ABCDA'B'C'D’ cu latura de lungime 3 cm se considerd mijloacele
A", B", C", D" ale segmentelor [AA'],[BB'],[CC'], respectiv [DD']. Sa se
calculeze volumul poliedrului convex determinat de varfurile A4, A”, B’, B”,
C,C", D', D". Cate fete are acest poliedru?

A. M. Ionescu

47. Fie a,b € R*. 5S4 se determine functia f : R — R pentru care

b 2b b
f<:c——>+23:§—:c2+—<f<x+—)—235,
a b a a

pentru orice = € R.

S

Dorin Mirghidanu



